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продолжения решения обобщенной системы Коши-

Римана в трехмерной пространственной области 

по ее значениям на части границы этой области, 

т.е. задача Коши. Строится приближенное решение 

этой задачи, основанное на методе матрицы 
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Введение 

Рассматривается задача аналитического продолжения решения системы 

уравнений, которая является обобщением системы Коши-Римана [1], [2] в 

пространственной области по ее значениям на части границы этой области, т.е. задача 

Коши. Как известно, система Коши-Римана, важность которых в физических 

приложениях привела к далеко идущим обобщениям  [3-5].  

Обобщенная система Коши-Римана эллиптическая, задача Коши для 

эллиптических  уравнений неустойчива относительно малого изменения данных, т.е. 

некорректна (пример Адамара [6]). В некорректных задачах теорема существования не 

доказывается, существование предполагается заданным априори. Более того, 

предполагается, что решение принадлежит некоторому заданному подмножеству 

функционального пространства, обычно компактному, ([7], с.4). Единственность 

решения следует из общей теоремы Холмгрена ([8], с.58).   

После установления единственности в теоретических  исследованиях 

некорректных задач возникают важные вопросы получения оценки условной 

устойчивости и построения  регуляризирующих операторов. В 1926 г. Т.Карлеман ([7], 

с. 41) построил формулу, которая связывает значения аналитической функции 

комплексного переменного в точках области с ее значениями на куске границы этой 

области. На основе этой формулы  ([7], с. 34) введено понятие функции Карлемана 

задачи Коши для уравнения Лапласа и в некоторых случаях указан способ ее 

построения. Конструкция функции Карлемана дает возможность в этих задачах 

построить регуляризацию и получить оценку условной устойчивости.  
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На протяжении последних десятилетий не ослабевал интерес к классической 

некорректной задаче математической физики. Это направление в исследовании 

свойств решений задачи Коши для уравнения Лапласа начато в 50-х  годах XX века в 

работах [7], [9]-[11] и развивалось впоследствии  в [12]- [18].     

§ 1. Постановка задачи и конструкция матрицы Карлемана 

Пусть 
3R –вещественное трехмерное евклидово пространство,  
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3R  с  границей D  состоящей из компактной 
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в полупространстве 
03 y

,   , TSд  .  

Рассмотрим систему уравнений  

0)( 332211

3

3

2

2

1

1 













FaFaFa

x

F

x

F

x

F

, 

03223

3

2

2

3 








FaFa

x

F

x

F

, 

(1)                                                                              

01321

1

3

3

1 








FaFa

x

F

x

F

,          

02112

2

1

1

2 








FaFa

x

F

x

F

, 

где  
))(),(),(()( 321 xFxFxFxF 

 искомая вектор-функция, 
),,( 321 aaaA 

- заданный 

постоянный вектор.  

Определение 1. Трехкомпонентный вектор 
))(),(),(()( 321 xFxFxFxF 

 называется 

обобщенным потенцальным вектором в  , если скалярные функции 
)(xFk  ( 3,2,1k )  

дифференцируемы  в  , непрерывны  на    и удовлетворяют внутри   

эллиптической системы (1) имеющий в векторном виде     

0)(  FAdivF ,    0 FxArotF .                              (2) 

 

Если вектор )(xF  представить в виде  )()()( xAFxgradxF   , где )(x  - решение 

уравнения 
0)()(

2
 xAx 

, то он будет решением системы (2).  

В том случае, когда 
033  aF

 и F  не зависит от 3x
, система (1) будет 

обобщенной системой Коши-Римана, теория которой разработана И.Н.Векуа [20], а 

формула продолжения решения по ее значениям на куске границы получена 

Т.И.Ишанкуловым [21]. Если 0A , то )(xF  будет потенциальным вектором. В 

последнем случае система (1) (ряд аналитических фактов) изучена Р.Мизесом [22] и 

А.В.Бицадзе [23].  

Постановка задачи. Известны данные Коши решения системы (1) на 

поверхности S :  
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SyyfyF S  ,)()(
                                              (3) 

где S  - часть границы области  , 
))(),(),(()( 321 yfyfyfyf 

 - заданная 

непрерывная вектор-функция.  

Требуется восстановить функцию )(xF  в  ,  исходя из заданной )(yf , т. е. 

решить  задачу аналитического продолжения решения обобщенной системы Коши-

Римана в пространственной  области по ее значениям на гладком куске S  границы. 

Известно, что обобщенная система Коши-Римана эллиптична и решение задачи 

Коши для эллиптических уравнений единственно [6]. Однако она некорректно т.е. 1) 

решение существует не для любых данных; 2) решение не зависит непрерывно от 

данных Коши. Следующий подобный пример Адамара [6] показывает, что задача Коши 

для системы (1) некорректна. 
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 Покажем, что вектор-функция 
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Отсюда  
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Далее имеем  
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Отсюда следует  
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Таким образом,  вектор-функция )(xF  всюду в области   удовлетворяют  

уравнениям (1). 

 Из (4) следует  
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Однако при  x  и k  решение становится сколь угодно большой )(xF . 

Таким образом, мы показали, что решения  задачи Коши (1), (3) неустойчива по 

отношению малым изменениям данных.   
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Основной цель получение явная формула продолжения, которая является 

аналогом  классической  формулы Б.Римана, В.Вольтера и Ж.Адамара, построенной ими 

для решения задачи Коши в теории гиперболических уравнений.  

Метод получения указанных результатов основан на построении в явном виде 

матрицы фундаментального решения обобщенной системы Коши-Римана, зависящего 

от положительного параметра, исчезающего при стремлении параметра к 

бесконечности на  ,  когда полюс фундаментального решения  лежит в 

полупространстве 
03 y

. Следуя М.М.Лаврентьеву и Ш.Ярмухамедову матрицу 

фундаментальных решений с указанным свойством назовем матрицей Карлемана для 

полупространства [7], [19]. После построения матрицы Карлемана в явном виде 

формула продолжения, а также регуляризация  решения задачи Коши выписываются в 

виде обобщенной пространственной  интегральной формулы Коши. 

Следуя  [7], приведем  

Определение 2. Матрицей Карлемана задачи (1), (3) называется 33  матрица 

);,( AxyM , удовлетворяющая следующим двум условиям:  

1) 
);,();();,( 0 AxyGArMAxyM  

, где   - положительный числовой параметр, 

матрица 
);,( AxyG  по переменной y  удовлетворяет системе (1) всюду в области  , 
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- матрица  фундаментальных решений системы (1);  
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Определение 3. Вектор функция  )(xF  называется регулярным решением 

системы (1), если она из класса  )()(1  СС   и удовлетворяют в области   системе 

(1).  
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




,  

в котором функция 
);,( kxyФ  при 0  определяется из (1.15). 

Из результатов работы [7]  вытекает  

Лемма 1. Функция 
 kxyФ ;, , определенная формулой  

22

0

)(2 )cos(
),();(2

2
33

22

ru

duku
uxyekxyФ

axya


 









 

,                        (8) 

где  
22

22

33

22 sin
)(cos),(











u

u
xyuuxy

, 
)(2 33 axy  

 

представима в виде  

   kxygkrФkxyФ ;,);(;, 0  
                                            (9) 

где 
 kxyg ;,  – некоторая функция, определенная для всех значений y , x  и 

удовлетворяющая уравнению Гельмгольца  

0)( 2 



 gkg

y , y , 

)exp(),( 3xkCdS
n

Ф
Ф

T

y 
 














, 

где ),( kC - постоянная. 

Исходя из этой леммы 1 докажем следующую лемму. 

Лемма 2. Матрица 
);,( AxyM , определенная формулой (7), является матрицей 

Карлемана задачи (1), (3), т.е. представима в виде  

);,();();,( 0 AxyGArMAxyM  
,                                (10) 

где 33
);,();,(

xij AxyGAxyG  
- матрица, определенная для всех значений y , x  и 

по  переменной y  удовлетворяющая системе  (1)  во всем  
3R . 

Для того, чтобы сформулировать удобный и простой критерий разрешимости 

задачи Коши. С этой целью в (8) функцию  
2we , 3

22 yuiw   ,  заменим функцией 
2
1we



, где axyuiw  33

22

1  , 
3max ya

D


 при этом 

2

33

22

33

222

1 )()(2 axyuaxyiuw   . Вновь определенную функцию 

);,( kyxФ , которая теперь зависит от разности xy    обозначим через 
);( kxyФ  . Из 
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леммы 1 заключаем, что функция  
),( kxyФ   удовлетворяет уравнению Гельмгольца  

для всех yx, , 
xy 

 и для нее справедливо представление (1) в котором 

);();,( kxygkyxg   . Формулы (8) для  
);( kxyФ   имеют вид:  

22

0

)(2 )cos(
),();(2

2
33

22

ru

duku
uxyekxyФ

axya


 









 

,                        (11) 

где  
22

22

33

22 sin
)(cos),(











u

u
xyuuxy

, 
)(2 33 axy  

 

Ясно, что для вектор-функции )(yq  класса  )()( DCDA    справедлива обобщенная 

интегральная формула Коши  

 

   

     


 xdSyFAxyMxF y ,;,




.                                  (12) 

где в качестве 
);,( kyxФ  присутствует функция 

),( kxyФ  , определенная 

формулой (11). 

 Пусть 
00  rxy

, где  

         
ay  30

 и  
ax 20 3 

.                                         (13) 

Тогда при  1  выводим очевидное  неравенство  
222

33

0

)(
C );();(



  


aaxy
ekxygradФkxyФ

,                   (14) 

где постоянная 0
C

 не зависит от yx,, . Теперь из (3.3) и равенства  

)2)(()( 3333

22

33 axyxyaaxy                        (15) 

заключаем, что 
);( kxyФ   и ее градиент стремятся к нулю для всех 

3Rx  с 

условием (12), когда 
03 y

 и  ,   т.е.  
);( HxyM   является матрицей Карлемана, 

когда полюс лежит в слое (12).  

 Пусть )()()(  CAyF 


 и )()( yfyq  , где )(yf  - заданная функция класса )(SC  

соответственно. Определим функцию 
)(xq   равенством  

 
S

ydSyfAxyMxF )();()(




.                                                (16) 

Из формулы Коши  (12)  заключаем, что для любого x  справедливо 

предельное равенство 

)(lim)( xFxF 







,                                                           (17) 

которое согласно формуле Ньютона-Лейбница можно записать в эквивалентном 

виде   
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



0

1 ),()()( xFdx
d

Fd
xF










                                                  (18) 

    

y

S

dSyfHxyMxF   )();()( 11



, 11  ФФ
                        (19) 

 Обозначим    

 
y

S

dSyfHxyNx
d

dq
xI   )();()(),( 






,                              (20) 

здесь   

);();( Hxy
d

dM
HxyN 






 

 







0
22

12

)cos(
)(Im

2

1
);();(

22
1


 



u

duku
awekxy

d

dФ
kyx

aw

 , 0 ,          (21) 

axyuiw  33

22

1  . 

Функция 
);( kyx 

 удовлетворяет уравнению Гельмгольца при 
3, Ryx  , 

включая точку 
xy 

(следствие 1), поэтому вектор-функция ),( xI  также 

удовлетворяет системе (1.1) в  
3R  при 0 . В этих обозначениях формула (3.7) для 

x   принимает вид  

)(),()( 1

1

xFdxIxF


 


 )(),()( 1

1

xqdxIxq  




,                                               (22) 

которую, используя представление (1.10), где  

 

);();();();,( 0 kxygkrФkxyФkyxФ   , x , 1 , 

 можно записать в виде 

 



S

ydSyfHrMxEdxIxq )();()(),()( 0

1



,               (23) 

здесь обобщенно потенциальный вектор )(xE   в 
3R   определяется формулой  

 
S

ydSyfHxyGxE )();()( 1

. 

Из (23) видим, что решение задачи Коши  представляется в виде суммы 

обобщенно потенциального вектора и потенциала простого слоя. 

Теорема 1.  Пусть 
)()()(, 0

2 SLSCyfCS 



, где 0

S -множество внутренних 

точек S  (S  - без края). Тогда для существования функции 
)()()( 0SDCDAyq  

, 

такой,  что  

 )()( yfyF


 ,  0
Sy                                                   (24) 
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необходимо и достаточно, чтобы для каждого  
3Rx  с условием  

ax 20 3 
, 

сходился (равномерно при  
aax   0,23 )  несобственный интеграл  




1

),(  dxI

,                                                           (25) 

где ),( xI   определяется формулой  (3.9). 

Если условие (25) выполнено, то аналитическое продолжение осуществляется 

эквивалентными формулами (23) и (17). 
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