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 В данной работе получено формула Карлемана для 

решений обобщенной системы Коши-Римана с 

кватернионным параметром  в ограниченной 

трехмерной области. 
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Введение 

В связи с применением аппарата теории функций комплексного переменного был 

достигнут наиболее существенный прогресс в решении двумерных задач 

математической физики. Среди возможных пространственных обобщений двумерной 

теории все более видное место в последнее время занимает кватернионный анализ.  

Введенный в работах Gr.C.Moisil, N.Theodoresco [1], Н.М. Крылова [2] в связи с 

требованием факторизации оператора Лапласа аналог условий Коши-Римана 

естественным образом привел к понятиям кватернионных аналогов интеграла типа 

Коши, оператора сингулярного интегрирования  𝑇- оператора, рассмотренным 

впервые в работе А.В.Бицадзе [3], [4]. Для них оказались справедливы теоремы, 

обобщающие известные результаты теории функций комплексного переменного. В [3] 

были показаны и первые применения интегральных теорем кватернионного анализа в 

пространственной теории упругости. 

Задача аналитического продолжения решения системы уравнений, которая 

является обобщением [1], [5]-[6] системой Моисила-Теодореску, трехмерным аналогом 

уравнений Коши-Римана, важность которых в физических приложениях привела к 

далеко идущем обобщениям [7]-[9]. 

Метод указанных результатов основан на конструкции в виде фундаментального 

решения оператора D
, зависящего от положительного параметра,  исчезающего при 

стремлении параметра к бесконечности на  , когда полюс фундаментального 

решения лежит в полупространстве 
03 y

. Следуя М.М.Лаврентьеву и 

Ш.Ярмухамедову матрицу фундаментальных решений с указанным свойством назовем 
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матрицей Карлемана для полупространства [10], [11]. После построения матрицы 

Карлемана в явном виде формула продолжения, а также регуляризация решения 

задачи Коши выписываются в виде обобщенной пространственной интегральной 

формулы Коши. 

§1. Постановка задачи и конструкция функции Карлемана 

Пусть 
3R -вещественное трехмерное евклидово пространство,  

 
),,,( 321 xxxx  3

321 ),,( Ryyyy 
, ),0,,( 21 xxx 

2

21 )0,,( Ryyy 
, 

2

22

2

11 )()( xyxys 
,  

2

33

2 )( xysxyr 
,  - ограниченная  односвязная 

область в 
3R  с границей   состоящей из компактной связной части   плоскости 

03 y
 и гладкого куска поверхности S  Ляпунова, лежащей в полупространстве 

03 y

,   ,  S . 

Рассмотрим систему уравнений [12]    

0,00   fdivff
, 

0][ 000  fffrotffgrad 
               (1) 

где 
),,( 321  

, 
Ck 

, 3,2,1,0k ; 
),,( 321 ffff 

, 0f - векторная и скалярная 

функции соответственно.  

Пусть Q -множество комплексных кватернионов, т.е. если Q , то 




3

0k

kk i
, 

где ki , 3,2,1,0k  - базисные кватернионные векторы, 
Ck 

, 3,2,1,0k . По 

определению, для i - мнимой единицы из C  - выполняются соотношения 
iiii kk  , 

3,2,1,0k . Обозначим 






3

1

:
k

kk i
, 



  0: , через   подмножество Q  делителей 

нуля. Через   обозначим подмножество Q  делителей нуля.  

На кватернионнозначных функциях вида 




3

0

)()(
k

kk ixfxF

, 
3Rx  , 3,2,1,0k  

определим оператор FMDFD )(: 
  , где 


 




3

1

:
k k

k
x

iD

- оператор, обобщающий 

двумерный оператор Коши-Римана (см. например [6]);  FFM : . Тогда уравнение 

0FD  является эквивалентной записью системы (1). Обозначим через )(A  

совокупность функций, решений оператора D
 в   и непрерывных на    . 

Постановка задачи. Требуется определить регулярное решение )(yF  системы 

(1) в области  , исходя из ее данных Коши, заданных на поверхности S :  

)()( ygyF S  , Sy                                           (2) 
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где 




3

0

)()(
k

kk iygyg

- заданная непрерывная кватернионнозначная функция. 

Когда 
0),(: 0  

 система (1) является хорошо известной [1] cистемой 

Моисила-Теодореску, для которой в [13], [14] получена формула аналитического 

продолжения голоморфного вектора по ее значениям на куске границы и аналог 

теоремы Фока-Куни. При 
00 

, 
Rk 

, 3,2,1k  задача аналитического продолжения 

обобщенно голоморфного вектора  изучена в работе [15]–[16] и для однородной 

системы уравнений Максвелла изучена в работе [17]–[18]. В этой работе приводим 

аналогичную формулу для оператора D
.  

Когда C , т.е. 0 
, фундаментальное решение G

 оператора D
 может быть 

найдено по формуле  (ср. [6] с. 76) 

)()]([)(
12 

  xxixxhxhDxG  ,                           (3) 

где  
xi

exxh


 
 1)4(:)(

- фундаментальное решение оператора Гельмгольца 

I2  (см. например, [19]).  

Обозначим )()2(: 1


   FFP , )()2(: 1


   FFP .  

Тогда справедливо следующее непосредственно проверяемое равенство:  

FPDFPDFD                                           (4) 

где    
  0 , 

  0 , C , 
22



 .  

Заметим, что операторы 
P и 

P  являются взаимно допольнительными 

проекторами, коммитирующими с операторами D
и D

.  

Определение 1.  Функция  
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,0;

:
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0
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
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




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

иhG

иGPGP

иGG
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G

                                     (5) 

является фундаментальным решением оператора D
.  

Следуя [11], приведем  

Определение 2. Функцией Карлемана задачи (1), (2) называется функция 

K , 

удовлетворяющая следующим двум условиям:  

1) ),(),(),( yxNyxGyxK 



  ,  
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где  - положительный числовой параметр, функция ),( yxN 
  по переменной y  

удовлетворяет системе (1) всюду в области  , 
),( yxG  - функция фундаментальных 

решений оператора D
; 

2) 
 
T

ydSK )(


 при фиксированном x , где 0)(   при  ; здесь и 

далее 

K

 означает евклидову норму.  

 Поскольку функция Карлемана отличается от функции фундаментальных 

решений на решение транспонированной системы, то интегральная формула Коши 

остается справедливой, если в ней заменить фундаментальное решение на функции 

Карлемана.  

§2. Формула Карлемана 

С целью построения приближенного решения задачи (1), (2) рассмотрим четыре 

случая: 

1)    и 02


  

    )(
2

)(
)(

2

)(
: xФDxФDKPKPK 


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
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







 





                         (6) 

du
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uch

xysui

ysuiK
xФ
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
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
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


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



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33

2
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2

0

2

)()(
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2

1
)(






,                              (7) 

 



 



 



 Ф
x

Ф
iФDФxФD

k k

k

3

1

)()(

,                                (8) 

)(wK -целая функция комплексного переменного, вещественная при 

вещественном ivuww , , где vu, -действительные числа, и 0)0( K ,  для всех 0R  

существует 0RC   

         




))(Im)(Im)((
2

Im,Re

wKwwKwwKSup
RCwRw .                        (9) 

При вещественном w  из вещественности )(wK  имеем )()( wKwK  . Тогда из (9) 

следует, что  для всех 0R   

      

  


)()Im1()()Im1()(
2

Re

wKwwKwwKSup
Rw .                        (10) 

Формула (7) имеет вид  
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ur
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wKxy
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.                    (11) 

Если 1)( wK , то функция  );,( kyxФ  является классическим фундаментальным 

решением уравнения Гельмгольца, то есть  
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при этом  
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Справедливо обобщенная интегральная формула Коши аналогично [20]. 

Теорема 1. Пусть 
)(ker  CDF  , Q . Тогда  

)())(( xFxFK  , x ,                                             (12) 
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


 ydSyFynyxhxFV )()()(:))(( 

,  C , 
3Rx ,                         (15) 

)(yn - внешняя нормаль к   в точке y .  
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Поскольку функция Карлемана отличается от фундаментальных решений на 

решение, транспонированной системы, то интегральная формула Коши остаётся 

справедливой, если в ней заменить фундаментальное решение на функцию Карлемана   
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   Положим  

))(()( xFKxF 
 

, x .                                         17) 

Верна следующая  

Теорема 2. Пусть 
)(ker  CDF  , Q . На части T границы   

удовлетворяет условию  

MyF )(
,                                                     (18) 

где M - заданное положительное число. Тогда для любого x  и 0  

справедливо неравенство  
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