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 В этом работе изучается семейство кривых L  

специального вида, достаточное, чтобы функция 

( ), 2pL D p   
, обладающая свойством Морера 

вдоль кривых l L , голоморфно продолжалась в D (

D  ограниченная область в 
( 1)n n 

 со связной 

гладкой границей D  класса 
2C ). Для этой цели 

рассматривается ядра, стоящие в формуле 

многомерного логарифмического вычета, изучается 

его свойства и приводится, в качестве применения, 

теоремы о функциях с одномерным свойством 

голоморфного продолжения вдоль комплексных 

кривых. 

KEY WORDS 

Ядро Бохнера-Мартинелли, 

голоморфная функция, 

дифференциа́льная фо́рма. 

Пусть 1( ,..., )nf f f голоморфное отображение из 
nC  в 

nC  состоящее из целых 

функций и имеющее единственный нуль в начало координат, т.е. 
(0) 0f 

 и 
( ) 0f z 

 

при  0z  . Рассмотрим дифференциальную форму 
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, 

где 1 1 1[ ] ... ...k k nd w k d w d w d w d w     , а 1 ... ndw dw dw   ,  т.е. 
( )U w 

 

ядро Бохнера-Мартинелли в нуле. Рассмотрим ограниченную область 
( 1)nD n 

 

со связной границей D  класса 
1C . Если    кратность нуля отображения 

f
 в точке 

0z  , то справедлива формула  

( ) ( ) ( ( )), ,
D

z U f z z D



   


  
    (1) 

где   -функция, голоморфная в D  и непрерывная на замыкании D . В форме 

( ( ))U f z 
 вектор z  считается фиксированным. Формула (1) есть формула 
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многомерного логарифмического вычета для отображения 
f

 (см. [1], гл 1). Нам 

необходимо доказать эту формулу для интегрируемых функций  

Предложение. Пусть 
( )pL D 

, тогда справедлива формула  

( ), ,
( ) ( ( )) ( ( ))

0, ,D D

z z D
U f z U f z

z D
 


    




      


 

     (2) 

в которой интеграл по области D  абсолютно сходится. 

Голоморфная функция  
( ) ( 0)pf H D p 

, если  

0

( ( ))sup
p

D

f d


   
 

  
, 

где d   элемент поверхности D , а 
( )  

 единичный вектор внешней 

нормали к поверхности D  в точке  . Хорошо известно, что нормальные граничные 

значения функции 
( )pf H D

 принадлежат классу 
( )pf L D 

 (по мере Лебега d ) 

(см. [3], [5]). 

Следствие. Пусть 
( ), 2pL D p  

 и  

( ), ,
( ) ( ( ))

( ), .D

F z z D
U f z

F z z D


  





 
  




      (3) 

Тогда функции 
( )F z

  являются класса 
pL  вплоть до границы области.  

Рассмотрим некоторые свойства определителей, составленных из 

дифференциальных форм. Пусть 
1,..., m n    мерные векторы, состоящие из внешних 

дифференциальных форм. Введем определители порядка n : 

1

1

,..., ( ,..., )
m

mD   
, 

первыми 1  столбцами которые являются векторы 
1 , вторыми 2  столбцами  -

векторы 
2  и т.д., последними m  столбцами - векторы 

m , 1 ... m n    . (см. [2], 

§1). Рассмотрим вектор 

1
2 2 2

,..., nfff

f f f


 
   

 
  . 

Тогда 1 1, ... 1n nf f f     
 вне нулей отображения 

f
. Следовательно, ядро 

( )U f
 примет вид 

1, 1 1, 12

1 1 1
( ) ( , ) ( , )

(2 ) (2 )
n nnn n

U f D df D f f df
i i f

  
 

      

. 
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В выражении 1, 1nD   первый столбец можем заменить на любой   такой, что 

1 1, ... 1n nf f f     
. Действительно, определитель  

1, 1( , ) 0nD      
 

в силу того, что в определителе есть линейно зависимые строки:  

, 0f  
  и  

, , 0f f     
. 

Пусть 1 1 ... n nf f      где функции 
( , ),j j z  

 
1,...,j n

-голоморфны в 

n mC C  и 
1

1
( ,..., )n  




. Тогда 
, 1f 

 вне нулей функции  . Положим, 

1,1, 2

1
( , , )

(2 )
nn

U D df
i

   


  

. 

Лемма 1. Справедливы формулы 

1,1, 2

1
( ) , ,

(2 )
nn

j j

n
U f D df

iz z
 


 




   
    

        (4) 

для всех z  . 

Лемма 1 показывает, что производные по jz  формы 
( )U f

 являются    

дифференциалами форм с точечными особенностями z  . 

Используя свойство однородности определителя формулу (4) можно переписать в 

виде (см. [5]): 

1,1, 22

1 1
( ) , ,

(2 )
nnn

j j

n f
U f D f f df

i zz f
 




    
           . 

Лемма 2. Имеет место соотношения 

1,1, 22
1

1 1
( ) , ,
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, 

где 
sA  равно s- ому столбцу из алгебраических дополнений 

s

kA
 к элементам 

матрицы Якоби , 1

n

s

k s k

f

z





. 

Используя полученные выше утверждения получаем следующую теорему (см. 

[4]). 

Теорема. Если для функции 
( ), 2pL D p  

 выполнено условие 
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( ) ( ) ( ( )) 0,
D

F z U f z z D



  



   
, 

то   голоморфно продолжается в D  до функции 
( )pF H D

. 
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