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 The two-dimensional non-stationary problem of the 

incidence of a plane step compression wave on 

cylindrical and spherical cavities in the soil is one of the 

topical problems in the field of mechanics of deformable 

solids. The main goal of such studies is to study the 

propagation of wave processes in soil masses and their 

interaction with local inhomogeneities, such as cavities 

or voids. 

KEYWORDS 

Cylinder, sphere, step, flat step, 

wave, stationary state, 

deformation, mechanics, space, 

compression, velocity, stress. 

ДВУМЕРНАЯ НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА О НАБЕГАНИИ ПЛОСКОЙ 
СТУПЕНЧАТОЙ ВОЛНЫ СЖАТИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ И СФЕРИЧЕСКОЙ 

ПОЛОСТЯМИ В ГРУНТЕ 
Джалилова Тургуной Абдужалиловна 

Андижанский институт машиностроения, 
кандидат физико-математических наук, доцент. 

Халилов Муродилжон Дурбек огли 
Преподаватель Андижанского 

машиностроительного института. 
E-mail: Xalilov.M.1993@mail.ru 

https://doi.org/10.5281/zenodo.14551808  

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 18th December 2024 
Accepted: 23th December 2024 
Online: 24th December 2024 

 Двумерная нестационарная задача о набегании 

плоской ступенчатой волны сжатия на 

цилиндрические и сферические полости в грунте 

является одной из актуальных задач в области 

механики деформируемого твердого тела. Основной 

целью таких исследований является изучение 

распространения волновых процессов в грунтовых 

массах и их взаимодействия с локальными 

неоднородностями, такими как полости или 

пустоты. 
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Рассматривается двумерная нестационарная задача о набегании плоской 

интенсивной ступенчатой волны сжатия на цилиндрическую и сферическую полость в 
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упругопластическом грунте [1]. Процессы дифракции упругих волн на полостях были 

рассмотрены в работах [2-4]. В данной работе, в отличие от [2-4], задачи дифракции 

плоском ступенчатой волны на полостях решаются численно с учетом 

упругопластическим деформаций грунта [1] при выполнении обобщенного условия 

пластичности  𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖), где 𝜀, 𝜀𝑖 − первый и второй инварианти тензора 

деформации, 𝜎𝑖 − второй инвариант тензора напряжений. Условие пластичности 𝜎𝑖 =

𝜎𝑖(𝜀𝑖) по схеме Прандля использовано в  [4]. При численном решении задача дифпакции 

плоской волны сжатия на жестком подвином цилиндре в упругопластической среде. 

Пусть фронт плоской волны в момент 𝑡 = 0 касается поверхности полости. По 

заданной интенсивности волны требуется при 𝑡 > 0 определить поля напряжений 

грунта около полости и движение ее стенок в области дифракции волн. Поскольку 

задача является двумерной нестационарной, то все последующие рассуждения 

относятся к плоскости сечения полости, расположенного в плоскости движения 

падающей плоской волны, и решения задач зависят только от координат 𝑟, 𝜃 и времени 

𝑡. В этом случае уравнения движения среды и связи между компонентами деформация 

и производными от радиального и кольцевого перемещений 𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑣(𝑟, 𝜃, 𝑡) 

приведены в [1]. 

Кроме того согласно деформационной теории [1] зависимости между 

компонентами напряжений и деформаций имеют вид: 

𝜎𝑟𝑟 = 𝜆𝜀 + 2𝐺𝜀𝑟𝑟 , … , 𝜎𝑟𝜃2𝐺𝜀𝑟𝜃,                                        (1) 

𝜆 =
𝜎(𝜀)

𝜀
−

2

9
∙

𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖)

𝜀𝑖
, 𝐺 =

1

3
∙

𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖)

𝜀𝑖
,                            (2) 

где 𝜎(𝜀) =
𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃 + 𝜎𝜑𝜑 

3
− первый инвариант тензора напряжений. 

Для проведения расчетов экспериментальный кривые 𝜎(𝜀) и 𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖), получкнные 

в [2] при трехосном сжатии и разгрузке мелкозернистого песка, разбивались на ряд 

участков, каждый из которых аппроксимирован интерполяционным полиномом. 

Конкретные их выражения приведены в [3] и из-за громоздкости они здесь не 

приводятся. 

Начальными условиями задачи являются параметры грунта за фронтом плоской 

волны, которые считаются заданными функциями времени (см. [4]). 

В качестве граничных условий принимаются условия отсутствия нормального и 

касательного напряжений на границе полости, т.е. 

 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑟𝜃 = 0 при 𝑟 = 𝑟0.                                               (3) 

Для решения задач применяется метод конечных разностей [3]. С этой целью 

исследуемая область с внутренней 𝑟 = 𝑟0 и внешней условной 𝑟 = 𝑅1 ≈ (5 ÷ 10)  𝑟0 

границами, представляющая собой прямоугольник 𝑟0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋, покрывается 

сеткой с размерами по радиусу ∆𝑟 и углу ∆𝜃. Шаг по времени ∆𝑡 выберается с учетом 

выполнения условия устойчивости разностной схемы 
𝑎0∆𝑡

∆𝑟
<

1

2
, 

где 𝑎0 − скорость распространения упругой волны. В соответствии с методикой 

[4] для вычисления во внутренних точках области дифпакции значений частных 
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производных по 𝑟 и 𝜃, участвующих в основных уравнениях задачи, функций 

используется разностная схема «пространственный крест» с аппроксимацией второго 

порядка точности. 

С целью «размазывания» скачков параметров и «гашения» колебаний 

предусматривается исскуственная вязкость с коэффициентом 𝐾1 и вводится 

псевдонапряжение вида: 

𝜎𝑟𝑟
В = 𝜎𝜃𝜃

В = 𝜎𝜑𝜑
В = 𝐾1 (

𝜕𝜀

𝜕𝑡
)

2

,                                          (4) 

где 𝐾1 = 𝐶4
2 ∙ 𝑝0 ∙ 𝑟 ∙ ∆𝜃 ∙

∆𝑟

(1 + 𝜀)
, 𝐶4 ≈ 1, 

𝑝0 −  начальная плотность, 𝜀 −  объемная деформация грунта. 

Предложенная разностная схема проверялась на задачах о дифракции упругой 

волны на полостях цилиндрической и сферической формы [2, 3, 4].  Результаты данной 

работы по величинам напряжений и кинематических параметров упругой среды в 

области дифракции волн находятся в удовлетворительном соотвествии с 

аналогичными результатами ранее выполненных работ [2, 3, 4]. 

Конкретные расчети на ЭВМ проведены для упругопластического грунта [4] в 

случае, когда на полость воздействует интенсивная плоская волна со ступенчатой 

нагрузкой 

 𝜎0(𝑡) = 𝜎0 = 10 МПа 

и размеры расчетной области, ячеек и шага по времени имеют значения: 

𝑟0 = 5 м, 𝑅1 = 40м, ∆𝑟 = 0,5 м, ∆𝜃 =
𝜋

30
, ∆𝑡 = 2 ∙ 10−5сек.            (5) 

Некоторые результаты этих расчетов представлены на рис. 1-3, причем рис. 1, 2 

относятся к сферической, а рис. 3 – к цилиндрической полости. 

Из рис. 1-3 видно, что переходной процесс в области дифракции волн в 

упругопластичечкой среде, в отличие от упругой среды, имеет волнообразный 

характер и обладает большой длительностью. Эти обстоятельства обусловлены 

влиянием волны разгрузки на распределение  параметров грунта вокруг полости. 

Упругопластическое кольцевое напряжение 𝜎𝜃𝜃 на сферической полости по 

максимальным значениям получается при 𝜃 = 0 больше, а при 𝜃 =
𝜋

2
, 𝜋 меньше 

соответствующего упругого напряжения. Причем в интервале времени 0 < 𝑡 ≤ 5 ∙ 10−3 

сек кольцевой напряжение 𝜎𝜃𝜃 при упругих и упругопластических деформациях среды 

не меняет знак и является сжимающим. 

Если функция обьемного сжатия грунта 𝜎 = 𝜎(𝜀) является линейной функцией 

деформации 𝜀, т.е. грунт по обьемному сжатию является упругой и по 

формоизменению 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖) − упругопластической средой, то амплитуда кольцевого 

напряжения 𝜎𝜃𝜃 в лобовой точке 𝜃 = 0 находится между значениями 𝜎𝜃𝜃, 

вычесленными для упругой и упругопластической как по 𝜎(𝜀) так и по 𝜎𝑖(𝜀, 𝜀𝑖) сред, а 

при 𝜃 =
𝜋

2
 и 𝜃 = 𝜋 является наименьшей Кривый радиальной 𝑢̇ и тангенциальной 𝑣̇. 

Скорости упругопластического грунта на сферической полости соответственно при 𝜃 =

0 (
𝜋

2
, 𝜋) и при 𝜃 =

𝜋

2
 по абсолютной величине расположены ниже (выше), чем 
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соответствующие кривые скорости для упругой среды. Кроме того следует заметить, 

что параметри сферической полости 𝜎𝜃𝜃 и 𝑣̇ в точке 𝜃 =
𝜋

2
 выходят к статическим 

значениям для упругой (пластической по формоизменению) среды в момент времени, 

когда плоская волна прошла расстояние, равное 4 радиусам (6 радиусам) сферической 

каверны. В этих случаях величина 𝑣̇ при 𝜃 =
𝜋

2
 становится равной величине скорости 

грунта в падающей волне, а асимптотики 𝜎𝜃𝜃 имеют значения |𝜎𝜃𝜃| = 17 и 7,4 Мпа. В 

рассматриваемом интервале времени переходной процесс в упругопластической 

задаче еще продолжается и асимптотические значения ее параметров наступают 

несколько позже. 

Сопоставление результатов расчета задач о набегании плоской ступенчатой 

волны на сферическую и цилиндрическую полость в грунте показывает, что 

напряжение 𝜎𝜃𝜃 и скорости 𝑣̇, 𝑢̇ грунта на границе сферической полости имеют наи 

большие значения, чем на границе цилиндрической полости. Следовательно 

«концентрация» напряжений на сферической полости сравнительно высока. Однако 

величины 𝜎𝜃𝜃 вокруг сферической полости в замисимости от расстояния 𝑅, начиная с 

границы полости, затухают сильнее, чем величины 𝜎𝜃𝜃 вокруг цилиндрической 

полости. Изучая поведение кривых 𝜎𝜃𝜃 при 𝑟 = 𝑟0 в зависимости от угла 𝜃 и по 

максимальным величинам следует подчеркнуть, что учет необратимых свойств грунта 

приводит к существенному измемению распределения напряжения 𝜎𝜃𝜃 на границах 

сферической и цилиндрическоц полости. 
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