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KEY WORDS 1797-yilda ].Lagranj xozirgi y.fy.f belgilashlarni
Hosila, Kaputo, maksimum, ham kiritgan. Kasr tartibli hosilalarni aniqlashga
Mittag-Lefler, Gamma funksiya. bo’lgan birinchi urunishlar. Kasr tartibli hosila va

integrallar mavzusi ko’p yillik tarixga ega bo’lishiga
qaramasdan uni zamonaviy tadqiqot obyekti sifatida
qarash mumkin. Aslida bu haqida Leybnits(1695-1697)
va Eyler 0’z kitoblarida yozib qoldirishgan.

Differensial tenglamalar nazariyasida (butun yoki kasr tartibli) ikki xil masalalar mavjud:
to’g’ri va teskari masalalar. Bu masalalar qanday aniqlanadi ? Quyidagi keltirilgan na’'munada
boshlang’ich-chegaraviy masalani qaraymiz:

u, (X,t) —a(x,t)Au(x,t) = f (x,t), xeQcRY, t>0,
u(x,t)=w(x,t), xeoQ,t>0,
u(x,0)=¢p(x), xeQ,

bu yerda Au(X,t) = z —U(X,t) — Laplas operatori.

k 18X2
Shuni takidlab o’tamizki, matematik fizika tenglamalari uchun teskari masalalarni o’rganishga
bo’lgan qiziqish ularning zamonaviy fanning ko’plab sohalarida, jumladan, mexanikam
seysmologiya, tibbiy tomografiya, epidemoya va geofizikada qo’llanishining muhimligi bilan
bog’lig. Ko’pgina tadqiqotlar subdiffuziya tenglamalarining o’'ng tomonini aniqlashning teskari
muammolariga bag’ishlangan.

Ushbu ma’ruzalar teskari masalalarning boshqa muhim turiga, ya'ni kasr hosilasining tartibini
aniqlashga bag’ishlangan. Aytaylik, qandaydir jarayonni real hayotdan modellashtirishda biz
kasr tartibli tenglamaga kelamiz

oru(x,t) =a(x,t)Au(x,t)+ f(x,t), (0,1
Amaliy misollardan biri bu COVID-19 epidemiyasining modellashtirishdir. Jons Hopkins

Universiteti tomonidan turli mamlakatlardagi epidemiya haqida taqdim etilgan ma’lumotlar
kasr tartibli dinamik jarayonlar ekanligi ko’rsatdi.
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Faraz gilamiz pnoma’lum. a(X,t) va f(X,t) ni o’lchash va aniglashning ko’pgina usullari va
uskunalari mavjud. Lekin, afsuski, hosilaning o tartibini o’Ichash uchun hech qanday uskuna
yo'q.

Modelning kasrli tartib aniqlash muammosi ko’plab tadqgiqotchilar tomonidan ko’rib
chigilgan. E’tibor bering, barcha nashrlar Kaputo ma'nosida 0< p <1 tartibdagi kasr

hosilasini gabul gilgan va asosan o’ziga xoslik muammosini o’'rgangan.

Yana bir eslatma. p qo’shimcha noma’lum bo’lgani uchun uni topish uchun yana bir shart
kerak. Shunday qilib, barcha ma’lum ishlarda mualliflar qo’shimcha shart sifatida quyidagi
shartdan foydalanganlar:

u(x,,t) =h(t), 0<t<T,

X, € Q kuzatish nugtasida.

Bu holat tabiiy ko’rinadi: biz hosilaning t ga nisbatan tartibini gidirayotganimiz sababli, biz
uzoq vaqt davomida yechimning tabiatini bilishimiz kerak.
Biroq, bu shartdan foydalanib, qoida tariqasida, fagat o parametrning o'ziga xosligini

isbotlash mumkin. Istisno tarigasi “ Janno, J. Determination of the order of fractional
derivative and a kernel in a an inverse problem for a generalized time-fractional diffusion
equation. Electronic J. Differensial Equations V. 216(201), pp. 1-28,” ishida mavjudlik va
yagonalik isbotlangan.

1-masala. Agar qo’shimcha ma’lumot

Fu(1)) =d,, 1)

F chizigli funksional (U(X,,t)=d,(t),0<t<T), ko’rinishda berilgan bo’lsa, bu yerdan
kasr tartibli hosilaning tartibini aniqlash mumkinmi ?

Ushbu ma’ruzalar turkumida (1) ko’rinishdagi yangi ortig’i bilan (qo’shimcha) aniglangan
shartlar asosida kasr tartibli hosilalarni aniqlashning teskari masalasini yechishning ikkita
usulini taklif gilamiz. Shunday qilib, biz 1-muammoning ijobiy yechimini beramiz.

Ushbu usullarning afzalligi shundaki, bu usullar noma’lum parametrning o’ziga yagonaligini
ham, uning mavjudliligini ham isbotlay oladi. Bundan tashqari, bu usul Riman-Liuvill
hosilalarini ham o'z ichiga olgan subdiffuziya tenglamalariga qo’llanishi mumkin. Ushbu
usulni kasr tartibli tenglamalariga (ya'ni P €(1,2) ) va aralash turdagi ba’zi tenglamalarga

ham qo’llash mumkin.

Jons Hopkins universiteti tomonidan turli mamlakatlardan COVID-19 tarqalishi to’g’risida
taqdim etilgan ma’lumotlar shuni ko’rsatadiki, bu muammoda o kasr tartibli hosilar (0,1)
oraliqda joylashgan bo’ladi. Afsuski, ushbu parameter o ni aniq o’lchay oladigan qurilma
yo’q. Umarov va uning ham kasblari turli xil p parametrlarni sinab ko’rdilar, ammo kerakli
natijaga erisha olamdilar. Keyin biz ushbu parametrni topishning analitik usulini izlay
boshladik. Bunda biz p kasr hosilasining tartibini aniqlashning teskari masalasi deb
ataladigan masalaga keldik. Bu qo’shimcha noma’lum bo’lgani uchun yana bir qo’shimcha
shart talab qilishimiz kerak. Bu teskari masalaning murakkabligi aynan shu qo’shimcha
shartni topishdadir. Bir tomondan, bu holat osongina tekshirilishi kerak va boshqa tomondan,
u O parametrning ham yagonaligi, ham mavjudligini ta’'minlashi kerak. Aynan shu shartni biz

ma’ruzalarimizda topamiz.


https://sjifactor.com/passport.php?id=22781

1-bob. Kasr tartibli hosilalar. Mittag-Lefler funksiyalari. Sobolevning joylashish teoremasi.
Elliptik operatorlarning kasr tartibli darajalari.

1.1- bo’lim. Kasr tartibli hosilalar. Mittag-Leffler funksiyalari.

1.1.1- qismiy bo’lib. Kasr tartibli hosilalarni aniqlashga bo’lgan birinchi urunishlar.

g
f\2/(x) ning
hosilasini aniqlash mumkin-mi ? 1695-yilda G. Leybnits (1646-1716) Lopitalga (Matquis de
L’'Hopital (1661-1704)) yozgan maktublarida 1/2 tartibli hosilalarni ko’rib chigish
imkoniyati haqida bir qancha fikrlarni bildirgan.
Birinchi qadamni 1739-yilda L. Eyler qo’ydi va u darajali funksiyaning
(x“)(k) _ n! K

(n—k)!
hosilasi butun bo’lmagan K uchun ma’noga ega bo’lishini paygadi. Shu munosabat bilan u
umumlashgan faktorialni kiritdi, biz uni hozir Eylerning gamma funksiyasi deb ataymiz:
I'(s+1)=sI(s), I'(n)=(n-1.
Funksiyalarning keng sinfini darajali gatorlar shaklida yozish mumkinligi sababli, bunday
funksiyalar uchun kasr tartibli hosilalarni shu tarzda aniqlash mumkin.
Keyingi qadamni 1822-yilda J. Fury’e (1768-1830) qo’yib, butun bo’lmagan tartibli hosilani
aniqlash uchun quyidagi tenglikdan foydalinishni taklif qildi:

F)=3 e, f, :zi [ f(yeay,
k=0 T,

f’'(X) hosilasi tushunchasi paydo bo’lishi bilanog, darhol savol tug'ildi:

FO(x)= 3 (1K) fe®

Bu har qanday musbat tartib va har qanday (yetarlicha “yaxshi”) funksiya hosilasining
birinchi ta’rifi edi.

Yuqorida keltirilgan faktlar fagat kasr hisobning tarixidan oldingi davrdir. Haqiqiy hikoya N.
Abel (1802-1829) va J. Liuvill (1809-1882) asarlaridan boshlangan. 1823 va 1826 yillarda
nashr etilgan asarlarida N. G. Abel tautoxron muammosini o’rganib chiqdi. Bu muammoni
yechish uchun u integral tenglamani oldi:

X

t

Aa(p(x)=jﬂ= f(x), x>a, O<a<l,
- (x—=1)”

bu yerda ¢@(t) tautoxron masalaning yechimini beruvchi egri chiziq. Abel bu tenglamani

yechdiva A, ga teskari operatorni topdi:

P(x) =R, T(X).
Keyinchalik ma’lum bo’lishicha, A bu 1—¢ tartibli kasr integratsiya amali, R, esa kasr

differensiallash amalidir. Biroq, bu ta’riflar keyinroq paydo bo’ldi.

Tautoxron masalasini eslatib o’tamiz. Egri chizigning har qanday joyiga qo’yilgan to’p, pastga
bir xil vaqtda tushadigan egri chiziq topish masalasi. (Bunday egri chiziq mavjud, chunki egri
chizigning turli nuqtalarida tortishish kuchi har xil.)

1832-1837 yillarda Abel ijodi bilan tanishgan J. Liuvill bir qator asarlar yozgan. Ushbu
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ishlarda u kasr integro-differensial nazarariyasini yetarlicha to’liq yaratdi.

J. Liuvill asarlaridan keyin B. Riman (1826-1866) asarini muhim o’ringa qo’yish kerak.
B.Riman biz hozir qo’llayotgan integro-differensiallash nazariyasini yaratdi: u ksr integral va
hosilalarni aniqladi va ularning xossalarini o’rganidi. Bu asarlar turkumini 1847-yilda
talabalik yillarida tugatgan, ammo ular vafotidan 10 yil o’tib, 1876 yilda nashr etilgan.

2-bob. Subdiffuziya tenglamalari uchun to’g’ri masalaning klassik yechimi va teskari
masalalarni yechishning birinchi usuli.

2.1- qismiy bo’lim. Masalaning qo’yilishi.

p €(0,1) o'zgarmas son va A(D) = szm a,D“ — elliptik operator bo’lsin.

Ushbu boshlang’ich-chegaraviy masalani qaraymiz (to’g'ri masala)

oru(x,t)+ A(D)u(x,t)=0, xeT?™, O0<t<T, (36)

limagu(xt) =p(x), xeT". (37)

Chegarviy shartlar o'rniga har bir X; argument bo’yicha 27t -davriy funksiyalarni garaymiz va
faraz gilamiz ¢(X) ham X; bo'yicha 27 davriy bo’lsin.

Ta’rif 8. 27 davriy U(X,t) funksiya ushbu

1) 62u(x,t), A(D)u(x,t) € C(T x (0,00))

2) 0 'u(x,t) e C(T"x[0,0))

xossalarga ega bo’lsa va (36)-(37) masalaning shartlarini klassik ma’noda qanoatlantirsa, bu

funksiya (36)-(37) to’g’ri masalaning klassik (yoki oddiy) yechimi deyiladi.
Quyida to’g'ri masala uchun asosiy natija keltirilgan.

Y M AW y
Teorema 9. Faraz gilamiz a >2— va @ € D(A) bo'lsin. U holda (36)-(37) boshlang’ich-
m

chegaraviy masalaning yechimi mavjud va

u(x,t)=> o t’E, (-A*(n)t*)e™, (38)

nez
ko’rinishda bo’lib, ushbu qator xeT" da va har bir t€(0,T]da absolyut va tekis
yaqginlashuvchi bo’ladi, bu yerda ¢, ifoda ¢ ning Fury’e koeffitsientlaridir. Bundan tashqari,

galma-gal 87 va A(D) operatorlarni go’llashdan hosil gilingan qator ham X € 7" da va har
bir t € (0,T] da absolyut va tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
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