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 В работе исследуется нелокальные краевые задачи 
типа задачи Бицадзе-Самарского. 

 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА 

Сингулярный 
коэффициент, 
гиперболической 
уравнения, 
вырождающегося 
внутри областию  

Расмотрим  уравнение 

-|𝑦|𝑚𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝛼0|𝑦|𝑚 2−1⁄ 𝑢𝑥 +

(𝛽0 𝑦)𝑢𝑦 = 0⁄            (1) 

   В уравнении (1) предполагается, что 

постоянные 𝑚 > 0, 𝛼0 и  

𝛽0 удовлетворяют условиями -(𝑚 2) ≤⁄   

𝛽0 ≤ 1,  0≤ 𝛼0 < (𝑚 + 2) 2⁄ . 

 Корректность постановки краевых 

задач для (1) существенно зависит от е 

параметров 𝛼0 и   𝛽0 при младших членах 

уравнения (1) [1,2] 

 Пуст Ω конечная односвязная область 

плоскости независимых переменных x, y 

ограниченная характеристиками 

АС1

ВС1

} : 𝑥 ∓
2

2 + 𝑚
𝑦

2+𝑚
2 = ∓1, 𝑦 > 0 

АС2

ВС2

} : 𝑥 ∓
2

2 + 𝑚
(−𝑦)

2+𝑚
2 = ∓1, 𝑦 > 0 

уравнения (1). 

  Пусть Р(𝛼0, 𝛽0) ∈ ∆𝐵0𝐶0, т.е. 𝛽=0, 0≤ 𝛼 <

1, где 

𝛼

𝛽
} =

𝑚 + 2(𝛽0±𝛼0)

2(𝑚 + 2)
 

Задача Г. Найти в области Ω регулярное 

решение 

𝑢(𝑥, 𝑦)

= {
𝑢1(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1 = Ω ∩ {𝑦 > 0},

𝑢2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω2 = Ω ∩ {𝑦 > 0},
 

уравнения (1) из класса С(Ω1
̅̅̅̅ ∪ Ω2

̅̅̅̅ )∩

С2(Ω ∖ АВ) удовлетворяющее краевым 

условиям  

𝑢𝑗[𝜃(𝑗)(𝑥)]

= 𝜇1𝑢𝑗 [𝜃𝑘1

(𝑗)
(𝑥)] + 𝜇2𝑢𝑗 [𝜃𝑘2

(𝑗)
(𝑥)] + 𝛿𝑗(𝑥),

∀𝑥 ∈ 𝐼 = 𝐴𝐵, 𝑗 = 1,2,

𝑖

= 1, 𝑛,̅̅ ̅̅ ̅                                                                       (2) 
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Здесь  j=1  соответствует области  Ω1 =

Ω ∩ {𝑦 > 0}, 𝑎  𝑗 =2- области       Ω2 = Ω ∩

{𝑦 > 0}, и условиям сопряжения 

lim
𝑦→+0

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑐 lim
𝑦→−0

𝑢2(𝑥, 𝑦), ∀𝑥 ∈ 𝐼,̅                                          

(3) 

где 𝜃(𝑗)(𝑥)- аффиксы точки перессечение 

характеристики ВС𝑗  с характеристикой 

исходящие из точки M(𝑥0, 0) ∈ 𝐼,  𝜃𝑘1

(𝑗)(𝑥) 

– аффиксы точки пересечение кривой  

𝑥 + [2𝑘𝑗 (𝑚 + 2)⁄ ]|𝑦|(𝑚+2) 2⁄ =

1,  лежащей внутри области Ω𝑗 , с 

характеристикой, исходящие из точки 

M(𝑥0, 0)  ∈ 𝐼,  с=const≠ 0; 𝜇𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; δj(x) 

,𝜌(𝑥),  𝜆(𝑥) заданные функции из класса 

С2(𝐼)̅ ∩ 𝐶3(𝐼), причем 𝜌(𝑥) − с ≠ 0, 𝑘1 >

𝑘2 > 1, 𝛿𝑗
(𝑛)(1) = 0, 𝑛 = 0,1,2. 

1. Расмотрим краевое условия 

(2) для области Ω1(𝑦 > 0). 

Решение уравнения (1) в области  Ω1 

удовлетворяющее видоизмененным 

условиям Коши [3]: 

𝑢1(𝑥, +0) = 𝜏1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼,̅   lim
𝑦→+0

𝑦𝛽0
𝜕𝑢1

𝜕𝑦
=

𝜈1(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼;                    (5) 

дается формулой: 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝜏1 (𝑥 −
2

𝑚 + 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 )

−
2𝛼(−𝑦)1−𝛽0

𝑚 + 2
∫ 𝜈1 (𝑥

1

−1

−
2𝑡

𝑚 + 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 ) (1

− 𝑡)−𝛼𝑑𝑡. 

                                                                                                                        

(6) 

Отсюда легко вычислить, что 

𝑢1[𝜃(1)(𝑥)] = 𝜏1(𝑥) −

2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧))(𝑧 − 𝑥)−𝛼1

𝑥
𝑑𝑧.                   

(7) 

𝑢1[𝜃𝑘1

(1)
(𝑥)] = 𝜏1(𝑥) −

2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧))(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥
𝑑𝑧.         

(8)  𝑢1[𝜃𝑘2

(1)
(𝑥)] = 𝜏1(𝑥) −

2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧))(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥
𝑑𝑧.         

(9)                

где 𝑎𝑖=
2

𝑘𝑖+1
, 𝑏𝑖=

𝑘𝑖−1

𝑘𝑖+1
= 1 − 𝑎𝑖 ,    𝑖 = 1,2. 

  Теперь выражения (7)-(9)б подставляя 

в кравые условия (2) получим 

 𝜏1(𝑥) − 2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧)(𝑧 −

1

𝑥

𝑥)−𝛼 𝑑𝑧 = (𝜇1 + 𝜇2)𝜏1(𝑥) −

𝜇12𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥
𝑑𝑧 −

𝜇22𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈1(𝑧)(𝑧 −

𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥

𝑥)−𝛼𝑑𝑧                                                                                                                   

(10) 

   Соотношение (10) является первым 

функциональным соотношением между 

неизвестными функциями   𝜏1(𝑥)  и   

𝜈1(𝑧) привнесенного на I из области  Ω1. 

2. Рассмотрим краевое 

условие (2) для области Ω2(𝑦 < 0). 

   В силу формулы  (6), дающей 

решение уравнения (1), 

удовлетворяющее условиям 

𝑢2(𝑥, −0) =  𝜏2(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼,̅

𝑙𝑖𝑚
𝑦→−0

(−𝑦)𝛽0
𝜕𝑢2

𝜕𝑦
= 𝜈2(𝑥) ,   𝑥 ∈ 𝐼;          

(11) 

легко убедиться, что 

𝜏2(𝑥) − 2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈2(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼1

𝑥
𝑑𝑧 =

(𝜇1 + 𝜇2)𝜏2(𝑥) −

𝜇12𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈2(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥
𝑑𝑧 −
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𝜇22𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ 𝜈2(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑧

𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥
+

𝛿2(𝑥).                                                        (12) 

   Соотношение (12) является вторым 

функционалным соотношением между 

неизвестными функциями 𝜏2(𝑥) и 𝜈2(𝑥) 

привнесенного на I из области Ω2. 

   Тепер выражение (10) согласно 

условиям сопряжения (3), (4),т.е.с 

учетом равенств:   𝜏1(𝑥) =

𝑐 𝜏2(𝑥), 𝜈1(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝜈2(𝑥) + 𝜆(𝑥)  

преобразуем к виду 

 𝑐 𝜏2(𝑥) − 2𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ [𝜌(𝑧)𝜈2(𝑧) +

1

𝑥

𝜆(𝑧)](𝑧 − 𝑥)−𝛼 𝑑𝑧 = (𝜇1 + 𝜇2)𝑐𝜏2(𝑥) −

𝜇12𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ [𝜌(𝑧)𝜈2(𝑧) +

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

𝜆(𝑧)](𝑧 − 𝑥)−𝛼 𝑑𝑧 −

𝜇22𝛼−1(
2

𝑚+2
)𝛼 ∫ [𝜌(𝑧)𝜈2(𝑧) +

𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥

𝜆(𝑧)](𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑧 + 𝛿1(𝑥).                      (13) 

  Из (12) и (13) исключая  𝜏2(𝑥) получим 

следующее интегральное уравнение 

относительно неизвестной функции 

 𝜈2(𝑥) 

∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼1

𝑥
𝑑𝑧 = 𝜇1 ∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 −

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

𝑥)−𝛼 𝑑𝑧 −

                        −𝜇2 ∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑧
𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥
+

𝑓(𝑥),                                        (14) 

где 𝜈(𝑥) = (𝜌(𝑥) − 𝑐)𝜈2(𝑥). 

  К полученному соотношению применяя 

оператор дробного дифференцирования 

𝐷𝑥,1
1−𝛼 , получим 

Г(1-𝛼)𝜈(𝑥) = 𝜇1𝐷𝑥,1
1−𝛼 ∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 −

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

𝑥)−𝛼 𝑑𝑧 − 𝜇2𝐷𝑥,1
1−𝛼 ∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 −

𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥

𝑥)−𝛼𝑑𝑧 + 𝑓1(𝑥).                                                                                                        

(15) 

  Теперь вычислим дробные 

производные в правой части уравнения 

(15). 

 𝐼1(𝑥)

= 𝐷𝑥,1
1−𝛼 ∫

𝜈(𝑠)𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑥)𝛼

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

=
1

Г(𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫

𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼
∫

𝜈(𝑠)𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑡)𝛼
.

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

1

𝑥

 

Здесь поменяем порядок 

интегрирования 

 𝐼1(𝑥) =
1

Г(𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝑑𝑡 ∫

𝜈(𝑠)𝑑𝑠

(𝑠−𝑡)𝛼(𝑡−𝑥)1−𝛼 =
𝑎1+𝑏1𝑥

𝑡

1

𝑥

1

Г(𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
[∫ 𝜈(𝑠)𝑑𝑠 ∫

𝑑𝑡

(𝑠−𝑡)𝛼(𝑡−𝑥)1−𝛼 +
𝑠

𝑥

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥

∫ 𝜈(𝑠)𝑑𝑠 ∫
𝑑𝑡

(𝑠−𝑡)𝛼(𝑡−𝑥)1−𝛼

𝑠
𝑠−𝑎1

𝑏1

𝑥

𝑎1+𝑏1𝑥
] ==

𝐼1
∗(𝑥, 𝑠) + 𝐼1

∗∗(𝑥, 𝑠),                                                              

(16) 

Из (16) вычислим интеграл 

𝐼1
∗(𝑥, 𝑠) = ∫

𝑑𝑡

(𝑠−𝑡)𝛼(𝑡−𝑥)1−𝛼 ;
𝑠

𝑥
                                                   

(17) 

𝐼1
∗∗(𝑥, 𝑠) = ∫

𝑑𝑡

(𝑠−𝑡)𝛼(𝑡−𝑥)1−𝛼

𝑠
𝑠−𝑎1

𝑏1

 .                                              

(18) 

   В интеграле (17) сделав замену 

переменного интегрирования 

 𝑡 = 𝑠 − (𝑠 − 𝑥)𝜎, получим   

𝐼1
∗(𝑥, 𝑠) = Г(𝛼)Г(1 − 𝛼)                                                             

(19) 

  Теперь вычислим (18). В интеграле (18) 

сделав замену переменного 

интегрирования 𝑡 = 𝑠 − (𝑠 −
𝑠−𝑎1

𝑏1
)𝜎, 

получим   

𝐼1
∗∗(𝑥, 𝑠) = [

𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
]

1−𝛼

𝐹 (1 − 𝛼, 1 − 𝛼, 2 −

𝛼; 
𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
).             (20) 

http://universalimpactfactor.com/wp-content/uploads/2022/02/EURASIAN_JOURNAL_OF_ACADEMIC_RESEARCH.jpg
http://sjifactor.com/passport.php?id=21990


EURASIAN JOURNAL OF ACADEMIC RESEARCH 
Innovative Academy Research Support Center 

UIF = 8.1 | SJIF = 5.685 www.in-academy.uz 

Volume 2 Issue 5, May 2022                       ISSN 2181-2020  Page 618 

В силу (19) и (20) соотношение (17) 

преобразуем к виду 

𝐼1(𝑥) = Г(1 − 𝛼)
𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝜈(𝑠)𝑑𝑠

𝑎1+𝑏1𝑥

𝑥
+

1

Г(𝛼)

𝑑

𝑑𝑥
𝜈(𝑠) ∫ 𝜈(𝑠) (

𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
)

1−𝛼𝑥

𝑎1+𝑏1𝑥
𝐹 (1 −

𝛼, 1 − 𝛼, 2 − 𝛼;  
𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
) 𝑑𝑠.       (21) 

 С учетом формулой 

𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝛼𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑥)=a𝑥𝛼−1𝐹(𝑎 + 1, 𝑏, 𝑐; 𝑥) 

в (21) вычислим производную 

𝐼1(𝑥) = −Г(1 − 𝛼)𝜈(𝑥) +
1

Г(𝛼)
∫ (

𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
)

𝜈(𝑠)𝑑𝑠

(𝑎1(1−𝑠))𝛼(𝑠−𝑎1−𝑏1𝑥)1−𝛼

1

𝑎1+𝑏1𝑥
            

(22) 

Аналогично, как и выше легко 

убедиться, что 

𝐼2(𝑥) = 𝐷𝑥,1
1−𝛼 ∫ 𝜈(𝑧)(𝑧 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑧

𝑎2+𝑏2𝑥

𝑥
=

−Г(1 − 𝛼)𝜈(𝑥) +
1

 Г(𝛼)
∫ (

𝑎2(1−𝑠)

𝑏2(𝑠−𝑥)
)

𝜈(𝑠)𝑑𝑠

(𝑎2(1−𝑠))𝛼(𝑠−𝑎2−𝑏2𝑥)1−𝛼

1

𝑎2+𝑏2𝑥
                                           

(23) 

  Тепер выражения для 𝐼1(𝑥) и  𝐼2(𝑥), и 

соответственно, из (22) и (23) 

подставляя в (15), получим 

Г(1-𝛼)(𝜌(𝑥) − 𝑐)𝜈2(𝑥) = 𝐼(𝑥) + 𝑓1(𝑥),                                           

(24) 

где 

𝐼(𝑥) = 𝐼1(𝑥) + 𝐼2(𝑥) = −Г(1 −

𝛼)𝜇1(𝜌(𝑥) − 𝑐)𝜈2(𝑥) − Г(1 − 𝛼)𝜇2(𝜌(𝑥) −

𝑐)𝜈2(𝑥)+
𝜇1

Г(𝛼)
∫ (

𝑎1(1−𝑠)

𝑏1(𝑠−𝑥)
)

(𝜌(𝑠)−с)𝜈2(𝑠)𝑑𝑠

(𝑎1(1−𝑠))𝛼(𝑠−𝑎1−𝑏1𝑥)1−𝛼

1

𝑎1+𝑏1𝑥
+ 

 

𝜇2

Г(𝛼)
∫ (

𝑎2(1−𝑠)

𝑏2(𝑠−𝑥)
)

(𝜌(𝑠)−с)𝜈2(𝑠)𝑑𝑠

(𝑎2(1−𝑠))𝛼(𝑠−𝑎2−𝑏2𝑥)1−𝛼

1

𝑎2+𝑏2𝑥
+

𝑓1(𝑥)         (25) 

С учетом (25) уравнение (24) можно 

переписать в виде 

𝜈2(𝑥) = ∑ ∫
𝐾𝑖(𝑥,𝑠)𝜈2(𝑠)𝑑𝑠

(𝑠−𝑎𝑖−𝑏𝑖𝑥)𝑙 + 𝑓2(𝑥),
1

𝑎1+𝑏1𝑥
2
𝑖=1                 

(26) 

где 𝑙 = 1 − 𝛼, 

𝐾𝑖(𝑥, 𝑠)

=
𝜇∗sin (𝛼𝜋)(𝜌(𝑥) − 𝑐)

𝜋(𝜌(𝑥) − 𝑐)(𝑎𝑖(1 − 𝑠))𝛼

𝑎𝑖(1 − 𝑠)

𝑏𝑖(𝑠 − 𝑥)
,   𝑖

= 1,2. 

𝑓2(𝑥) =  
1

1 + 𝜇1 + 𝜇2
𝑓1(𝑥). 

Изложенная задача приводится к 

уравнению типа '' Волтерра'' вида (26). 
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