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 Пусть  Г- простая замкнутая гладкая 

ориентированная кривая комплексной плоскости, 

α(t)-диффеоморфизм (сдвиг) контура  Г на себя, 

изменящий ориентацию. Получены критерии 

односторонней обратимости оператора  A=a(t)I-

b(t)W  где a(t),b(t)∈C(Г), I- единичный оператор, W-  

оператор сдвига  (Wφ)(t)=φ[α(t)],t∈Г.  
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Пусть  Г- простая замкнутая гладкая 

ориентированная кривая комплексной 

плоскости, α(t)-диффеоморфизм (сдвиг) 

контура  Г на себя, изменящий 

ориентацию. Как известно (см, 

например, [1], с. 24-29), изменяющий 

ориентацию сдвиг обязательно имеет 

только две неподвижные точки  z_1  и  

z_2. Пусть  F_1={z_1  ,z_2  },  а γ_1-дуга, 

соединяющая точки  z_1  и  z_2 в 

положительном направлении от точки  

z_1 к точке   〖z_2,γ〗_2=Г⁄γ_1  

    В этой работе в пространстве  L_p 

(Г),1≤p<∞  изучается функциональный 

оператор 

A=a(t)I-b(t)W               (1) 

где a(t),b(t)∈C(Г), I- единичный оператор 

W-  оператор сдвига: 

(Wφ)(t)=φ[α(t)],t∈Г. 

      При различных предположениях 

относительно контура и сдвига в 

работах 

[3,-9] изучены обратимость и 

односторонняя обратимость  А  в 

пространствах  L_p (Г),1≤p<∞ и Н_μ 

(Г),0<μ≤1. 

      В работе [2] получен критерий 

односторонней обратимости оператора  

А  в пространствах  L_p (Г),1≤p<∞  в 

случае когда сохраняий ориентацию 

сдвиг имеет конечное множества 

периоречеслих точек. 

    Изучение оператора  А с изменяющим 

ориентацию сдвичом  α(t),t∈Г_2. 

сводится к изучению оператора такого 

же типа, но уже с сохраняющим 

ориентацию сдвичом  α_2 (t). Известно, 

что (см. [1], c.24-29), что периодических 

точек сдвига  α_2  равна единение.  

    Предположим, что сдвиг  α_2  имеет 

произвольное множество неподвипеных 

точек. 

    Через  Ф=sup⁡[τ-α_2 (τ)]  обозначим 

замынания множества всех точек Г,  в 

которых  α_2 (τ)≠τ.  Для  u(t),a(t),b(t)∈C(Г) 

положим 
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u±(t) = lim
n→±∞

u(αn (t)) ∙ u(αn+1(t)),  h±(t) = |𝑎±(t)| − |𝑎
′
±(t)|

1
p ∙ |𝑏±(t)| 

Г1 = Г\Ф, Г2 = {t ∈ Ф: h±(t) > 0}, Г3 = {t ∈ Ф: h±(t) < 0},  

Г4 = {t ∈ Ф: h+(t) < 0 < h−(t)}, Г5 = {t ∈ Ф: h+(t) > 0 > h−(t)}  

νA(t) =

{
 
 

 
 
𝑎(t)𝑎[α(t)] − 𝑏(t)𝑏[α(t)],   t ∈ Г1

𝑎(t)𝑎[α(t)]             ,   t ∈ Г2
𝑏(t)𝑏[α(t)]      ,   t ∈ Г3           

0                             , t ∈ Г\⋃Гi

3

i=1

 

    Лемма 1: Если  α(t)  изменяет ориентацию контура Г,  то оператор А обратим 

справа(слева) в  Lp(Г) тогда и только тогда, когда оператор 

А̃ = (
𝑎I −𝑏I

−𝑏(α)W2 𝑎(α)I
)                        (1) 

обратим справа (слева) в Lp
2 (Г) 

    Доказательство. Cправедливо соотнаение  

(I W−1

I −W−1) А̃ (
I I
W −W

) = 2(
𝑎I − 𝑏W 0

0 𝑎I + 𝑏W
)          (2) 

Так как операторы 

(I W−1

I −W−1) и (
I I
W −W

) 

взаимно обратимы, то из (2) следует, что оператор  А̃  обратим справа(слева) тогда и 

только тогда, когда оба оператора  А1 = 𝑎I + 𝑏W  и  A = 𝑎I − 𝑏W обратимы 

справа(слева). Если учесть соотношение 

Au = uА1, где u = {
1,    t ∈ γ1
−1,    t ∈ γ2

 

то отсюда следует одновременная обратимость справа(слева) операторов  А и А1.  

Лемма доказана 

    Лемма 2: Если оператор А обратим справа(слева) в  Lp(Г),  то 

inf
t∈Г
{|𝑎(t)| + |𝑏(t)|} > 0                (3) 

(inf{|𝑎(α(t))| + |𝑏(t)|} > 0
t∈Г

)          (3′)

  

Доказательство. Доказательство 

проведем для случая левой обратимости 

оператора А. (случай обратимости 

справа рассматривается аналогично). 

Предположим, что оператор А обратим 

слева и не выполняется условие (3^' ).  

Тогда существует такая точка  t_0,  что 
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a(α(t_0 ))=b(t_0 )=0                         (4) 

    Так как А обратим слева и выполнено 

условие (4), то, в силу свойства 

устойчивости односторонне обратимых 

операторов, найдётся такая окрестность  

U(t_0) точки  t_0  и такие функции  a_0 

(t),b_0 (t)∈C(Г),b_0 (t)≡0  при t∈U(t_0 

),a(t)≡0   при t∈U(α(t_0)) и b(t)≡b_0 (t) 

при t∈Г\U ̃(t_0 ), где U ̃(t_0 )∈Г- открытая 

окрестность точки t_0 содержащая 

замыкание опресность U(t_0 ),a(t)≡a_0 

(t)     при t∈Г\a(U ̃(a(t_0 ))⊂Г-   открытая 

окрестности точки  a(t_0 )  содержащея  

замыкание окрестности a(U(t_0 )); 

причем оператор 

 A_0=a_0 I-b_0 W обратим слева, наряду с 

оператором A. 

〖    H〗_0 уравнение  

a_0 (t)φ(t)-b_0 (t)φ(α(t))=0                 (7) 

 имеет ненулевое решение в 

пространстве L_p (Г).  Действительно, 

следующая функция  

ψ(t)={■(0,t∈Г\a(U ̃(t_0)  @φ(τ),    

τ=t=a(U ̃(t_0))┤ 

где  φ(τ),τ∈a(U (̃t_0 )-  произвольная 

непрерывная функция является 

решением уравнения (7). 

    Это противоричит левой обратимости 

A_0.  Лемма доказано. 

    Если выполняется (3), то найдется 

такая функция  g(t)∈C(Г),  что  

f(t)=a(t)g(t)+b(t)≠0 всюдо на Г и оператор  

A ̃  можно представить в виде

Ã = (
I 0
      

−(W𝑏WgI +W𝑎W−1)𝑓−1I 𝑓−1(𝑎(α)I − b(α)b(α2)𝑓𝑓
−1(α2) ∙ W

2
) × 

× (
𝑎I −𝑏I
I gI

)                                           8) 

    

Так как  f(t) ≠ 0 всюду на Г, то, оператор 

B = (
g𝑓−1I 𝑏𝑓−1I

−𝑓−1I 𝑎𝑓−1I
) 

является обратным оператором в  Lp
2 (Г)  

к оператору стоящего в правой части 

равенства (8) второму множителю 

    Тогда из обратимости справа 

оператора Ã  вытекает обратимость 

справа оператора B = 𝑎(t)𝑎(α(t))I −

𝑏(α(t))𝑏(α2(t))𝑓𝑓
−1(α2(t))W

2 

    Так как  𝑓(t) ≠ 0  всюду на Г и  

𝑓(τ)𝑓−1(α2(τ)) = 1  для любой 

неподвижной точки сдвига α2(t),  то, как 

легко заметит, оператор B̃   обратим 

справа в Lp(Г)   и только тогда, когда 

обратим справа оператор 

     B̃ = 𝑎(t)𝑎(α(t))I − 𝑏(α(t))𝑏(α2(t))W
2   

(см. [2]. Лемма 1) 

    Если выполняется условие  (3′), то 

найдется такая функция  φ(t) ∈ C(Г),  что 

ψ(t) = 𝑎(α(t))φ(t) + 𝑏(t) ≠ 0  всюду на Г 

и оператор  А̃  можно представить в виде

  

А̃ = (
φ(t) −𝑏(t)I

I 𝑎(α(t))I
)(
ψ−1(𝑎(t)𝑎(α(t))I − 𝑏(t)𝑏(α(t))W2 0

−ψ−1(𝑎I + φ(𝑏(α(t))W2) I
)       (9) 
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Легко видеть, что из (9) вытекает, что 

оператор А ̃   обратим слева в  L_p^2 (Г) 

тогда и только тогда, когда оператор 

(B_1 ) ̃=a(t)a(α(t))I-b(t)b(α(t)) W^2   

обратим слева в L_p (Г).    

    В итого получаем следующее 

утверждение  

    Теорема 1. Оператор А обратим 

справа(слева) в L_p (Г)    тогда и только 

тогда, когда обратим справа(слева) 

оператор  B ̃((B_1 ) ̃) в L_p (Г)    и 

выполняется условие  (3)((3^' )).  

    Так как  W^2=W(α_2)  и  α_2 (t)  

является прямого сдвига, то к оператору  

(B_1 ) ̃ применим теорема 1 работы [2] 

Для оператора (B_1 ) ̃  запысивая условие 

этой теоремы в случае тогда  А  обратим 

слева получаем  

∀t∈Г_5,∃k_0∈Z,        a(α_2k (t))∙a(α_(2k+1) 

(t))≠0 при k>k_0   

b(α_2k (t))∙b(α_(2k+1) (t))≠0   при k<k_0         

    Отсюда вытекает, что  

∀t∈Г_5,∃k_0∈Z,   a(α_k (t))≠0 при 

k>2k_0+1,    b(α_k (t))≠0  при k<2k_0 

    При выполнении условия  (3^')  это 

соотношение эквивалентно следующим 

условиям  

∀t∈Г_5,∃k_0∈Z    a(α_k (t))≠0   при  k>k_0,   

b(α_k (t))≠0    при k<k_0      (10) 

    Для оператора  B ̃  условия теорема 1 

работы [2] в случае обратимости справа 

оператора А запишутся в виде  

∀t∈Г_4,∃k_0∈Z,         b(α_(2k+1) 

(t))∙b(α_(2k+2) (t))≠0,  при k≥k_0 

a(α_2k (t))∙a(α_(2k+1) (t))≠0  при k<k_0         

    Отсюда вытекает, что 

∀t∈Г_4,∃k_0∈Z,         b(α_k (t))≠0 при 

k≥2k_0+1,  a(α_k (t))≠0 при k<2k_0 

    Если учесть, что при обратимости 

справа оператора А выполняется 

условие (3), то имеет 

∀t∈Г_4,∃k_0∈Z,         b(α_k (t))≠0 при 

k≥2k_0+1, 

a(α_k (t))≠0 при k<2k_0+1 

    Это соотношения можно переписать в 

следующем виде: 

∀t∈Г_4,∃k_0∈Z,         b(α_k (t))≠0 при k≥k_0,  

a(α_k (t))≠0 при k<k_0         (11) 

    Легко заметить, что условия (3) и  (3^')  

теоремы 1 работы [2] для операторов  B  ̃ 

и  (B_1 )  ̃одинаковы и имеют вид    

ν_А (t)≠0,∀t∈Г\Г_4  (∀t∈Г\Г_5) 

    Тогда отсюда и из (10), (11) 

окончательно получаем: 

    Теорема: Пуст  α  изменяют 

ориентацию контура Г. Тогда оператор А 

обратим справа (слева) тогда и только 

тогда, когда  

ν_А (t)≠0,∀t∈Г\Г_4  (∀t∈Г\Г_5) 

и на множестве   Г_4 (Г_5)  выполняетсия 

условия  

∀t∈Г_4,∃k_0∈Z,         b(α_k (t))≠0 при k≥k_0,  

a(α_k (t))≠0 при k<k_0 

(соответственно  ∀t∈Г_5,∃k_0∈Z,         b(α_k 

(t))≠0 при k>k_0,   

a(α_k (t))≠0  при  k<k_0)
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