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Annotatsiya: Ushbu maqolada musbat aniqlangan matritsasi haqida tushuncha, uning 

qoʻllanilishi hamda ayrim xossalari va ular orqali qurulgan tengsizliklarga oid 

misollar berilgan. Musbat matritsalarning xossalari keltirilgan. “Bumerang” interfaol metodini 

qoʻllash va u yordamida musbat matritsalarni oʻrganish usulllari koʻrsatib oʻtilgan. 

Kalit soʻzlar: Gilber fazosi, ermit, argument, kompleks, vektor, matritsa, transponerlash, 

musbat matritsa, funksiya,  simmetrik. 

 

Bizga 𝐶𝑛 fazodan 𝑛 −oʻlchamli 𝐻 gilbert fazozi berilgan boʻlsin. Ikki 𝑥 va 𝑦 vektorlar vektor 

koʻpaytmasini < 𝑥, 𝑦 > yoki 𝑥 ∗ 𝑦 koʻrinishida ifodalaymiz. Barcha chiziqli operatorlar fazosi 

𝐻 ni 𝐿(𝐻) orqali belgilaymiz va 𝑛 × 𝑛 kompleks matritsalarni 𝑀𝑛(𝐶) yoki 𝑀𝑛  fazo orqali 

belgilaymiz. 𝐿(𝐻) fazoning har bir elementi 𝐴, 𝐶𝑛 ning  standart bazisi {𝑒𝑗} matritsani 

aniqlanadi.  𝐴 orqali biron matritsani belgilaymiz. 

1.1-taʻrif. Agarda 𝐴 matritsa uchun quyudagi shart bajarilsa   

〈𝑥, 𝐴𝑥〉 ≥ 0  barcha 𝑥 ∈ 𝐻                                        (1.1) 

U holda 𝐴 matritsa  musbat aniqlangan matritsa deyiladi. 

1.2-taʻrif. Agarda 𝐴 matritsa uchun quyudagi shart bajarilsa   

〈𝑥, 𝐴𝑥〉 > 0  barcha 𝑥 ≠ 0                                       (1.2) 

U holda 𝐴 matritsa qatʻiy musbat aniqlangan matritsa deyiladi .     

𝐴 qatʻiy musbat aniqlangan matritsa, musbat aniqlangan deyiladi faqat va faqat  𝐴ning  teskari 

mavjud boʻlsa. 

Qisqacha qilib, qatʻiy musbat aniqlangan yoki musbat aniqlangan matritsalarni bir nom bilan 

musbat matritsa termini ishlatiladi. Bazida, agar musbat aniqlangan  matritsaga urgʻu 

qaratilsa, bu qatʻiy musbat boʻladi. 𝐴 musbat matritsani bildirishi uchun, 𝐴 ≥ 0  ni belgilash 

ishlatiladi va  𝐴 > 0  qatʻiy  musbatligini bildiradi.  

𝐴 musbat matritsalarni juda xam koʻp xossalari mavjut. Misol uchun: 

(i) 𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda Hermitian (𝐴 = 𝐴∗) va barcha xos qiymatlari nomanfiy 

boʻlsa. 𝐴  qaʻtiy musbat matritsa deyiladi agarda uning barcha xos qiymatlari  musbat boʻlsa. 

(ii) 𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda Hermitian va barcha bosh minorlari nomanfiy boʻlsa. 

𝐴  qaʻtiy musbat matritsa deyiladi agarda uning barcha bosh minorlari musbat boʻlsa 

(iii) 𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda baʻzi 𝐵 matritsalar uchun 𝐴 = 𝐵𝐵∗,  𝐴  qaʻtiy musbat 

matritsa deyiladi agarda 𝐵 yagona boʻlmasa. 

(iv) 𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda  𝐴 = 𝑇𝑇∗ baʻzin 𝑇 yuqori uchburchaklki matritsa 

uchun 
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(v) 𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda 𝐴 = 𝐵2 baʻzi 𝐵 musbat matritsalar uchun . Bunda 

𝐵  yagona. Biz 𝐵 = 𝐴
1

2 deb yozib va 𝐴 ning kvadrat ildizi  

(vi) deyamiz. 𝐴  qaʻtiy musbat matritsa deyiladi agarda 𝐵  qaʻtiy musbat matritsa boʻlsa. 

𝐴 musbat matritsa boʻladi agarda 𝐻 ning 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 lari mavjud boʻlsa, 

                                     𝑎𝑖𝑗 = 〈𝑥𝑖 , 𝑥𝑗〉 .                                                (1.3) 

𝐴 qaʻtiy musbat matritsa deyiladi agarda 𝑥𝑗  ;  1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  vektorlar chiziqli erkli boʻlsa. Musbat 

matritsalarni tavsiflovchi bir qator tasdiqlar mavjud. Qulaylik uchun  quyida biz ulardan 

baʻzilarini isbotsiz keltiramiz.  

1.1-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun u ermit matritsa boʻlib, barcha xos qiymatlari 

nomanfiy boʻlishi zarur va yetarlidir. 𝐴 qatʻiy musbat boʻlishi uchun  esa barcha xos qiymatlari 

musbat boʻlishi zarur va yetarlidir.  

1.1-misol Bizga 𝐴 = (
3 𝑖

−𝑖 2
) Ermit matritsasi berilgan boʻlsin. 𝐴 matritsani musbatlikka 

tekshiring. 

Demak 𝐴 matritsamiz Ermit, xos qiymatlarini topsak, yaʻni 𝐴 − 𝜆𝐼 = 0  

|𝐴 − 𝜆𝐼| = |
3 − 𝜆 𝑖

−𝑖 2 − 𝜆
| = 𝜆2 − 5𝜆 + 5 = 0;   𝜆1,2 =

5 ± √5

2
 

𝜆1,2 > 0 .  Bundan , 𝐴 matritsa qatʻiy musbat. 

1.2-tasdiq. 𝐴 musbat matritsa boʻlishi uchun u ermit matritsa boʻlib, barcha  bosh 

minorlarining determinanti nomanfiy boʻlishi zarur va yetarlidir. 𝐴  qatʻiy musbat boʻlishi 

uchun esa barcha bosh minorlarining determinanti musbat boʻlishi zarur va yetarlidir.  

1.2-misol Bizga 𝐴 = (
1 2 − 𝑖 𝑖

2 + 𝑖 2 5
−𝑖 5 3

) Ermit matritsasi berilgan boʻlsin. 𝐴 matritsani 

musbatlikka tekshiring. 

𝐴 matritsani bosh minorlarining determinantini topamiz 

|𝐴1| = |1| = 1;      |𝐴2| = |
1 2 − 𝑖

2 + 𝑖 2
| = −3   

  |𝐴3| = |𝐴| = |
1 2 − 𝑖 𝑖

2 + 𝑖 2 5
−𝑖 5 3

| = −46 

Demak  𝐴 matritsaning barcha bosh minorlari musbat emasligidan, 𝐴 matritsa musbat 

aniqlanmagan.  

1.3-tasdiq. 𝐴  musbat matritsa boʻlishi uchun shunday  𝐵 matritsa topilib, 𝐴 = 𝐵∗ ∙ 𝐵  boʻlishi 

zarur va yetarlidir. 𝐴  qatʻiy musbat boʻlishi uchun esa 𝐵 singulyar   boʻlmagan matritsa 

boʻlishi zarur va yetarlidir.  

1.3-misol Bizga 𝐴 = (
9 5 − 𝑖 𝑖 + 1

5 − 𝑖 6 4 + 𝑖
𝑖 + 1 4 + 𝑖 4

) matritsa berilgan boʻlsin. 𝐴 matritsani 

musbatlikka tekshiring 

𝐵 = (
3 1 −𝑖
1 2 1
𝑖 1 2

) matritsani tanlab olib unga qoʻshma 𝐵∗ quyudagicha 

𝐵∗ = (
3 1 𝑖
1 2 1

−𝑖 1 2
) boʻladi.  𝐴 = 𝐵∗ ∙ 𝐵  shartga tekshirib koʻramiz 
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𝐵∗ ∙ 𝐵  = (
3 1 −𝑖
1 2 1
𝑖 1 2

) ∙ (
3 1 𝑖
1 2 1

−𝑖 1 2
) = (

9 5 − 𝑖 𝑖 + 1
5 − 𝑖 6 4 + 𝑖
𝑖 + 1 4 + 𝑖 4

) = 𝐴 

Haqiqatdan oʻrinli. Demak, 𝐴 Ermit matritsa musbat aniqlangan matritsa. 

 

1.1-teorema. 𝐴 ixtiyoriy matritsa boʻlsin. U holda ushbu 

‖𝑆𝐴‖ ≤ 𝑖𝑛𝑓{‖𝑋‖𝑐‖𝑌‖𝑐 ∶ 𝐴 = 𝑋∗𝑌}                                    (1.4) 

Tengsizlik o‘rinli 

Isbot. 𝐴 = 𝑋∗𝑌 berilgan boʻlsin. U holda 

[
𝑋∗𝑋 𝐴
𝐴∗ 𝑌∗𝑌

] = [
𝑋∗ 𝑂
𝑌∗ 𝑂

] [
𝑋 𝑌
𝑂 𝑂

] ≥ 0                               (1.5) 

Endi agar 𝑍  ‖𝑍‖ ≤ 1 boʻlgan har qanday matritsa boʻlsa, u holda [
𝐼 𝑍

𝑍∗ 𝐼
] ≥ 0. Shunday qilib, 

Shur koʻpaytmasi uning 1.4)  musbat matritsi bilan musbat boʻladi; yaʻni, 

[
(𝑋∗𝑋) ∙ 𝐼 𝐴 ∙ 𝑍
(𝐴 ∙ 𝑍)∗ (𝑌∗𝑌) ∙ 𝐼

] ≥ 0 

Demak,  

‖𝐴 ∙ 𝑍‖ ≤ ‖𝑋∗𝑋) ∙ 𝐼‖
1
2‖(𝑌∗𝑌) ∙ 𝐼‖

1
2 = ‖𝑋‖𝑐‖𝑌‖𝑐                         (1.6) 

Bundan ‖𝑆𝐴‖ ≤ ‖𝑋‖𝑐‖𝑌‖𝑐 . 

Monotonlik va qavarilik. ℒ𝑠.𝑎.(ℋ)     ℋ dagi oʻz-oʻziga qoʻshma (Ermitian) operatorlar fazosi 

boʻlsin. 

Bu haqiqiy vektor maydoni. Musbat operatorlarning ℒ+(ℋ)  toʻplami  bu fazoda qavariq 

konus. Qaʻtiy musbat operatorlar toʻplami  ℒ++(ℋ) bilan belgilanadi. Ochiq ℒ𝑠.𝑎.(ℋ) toʻplam 

qavariq konus boʻladi. 

1.2-teorema Agar 𝑓 oʻz ichiga 𝐿𝑠. 𝑎. (𝐻) maydon  boʻlsa, u holda  𝑓 ga qavariq deb aytamiz 

𝑓((1 − 𝛼)𝐴 +  𝛼𝐵)  ≤ (1 − 𝛼)𝑓(𝐴) + 𝛼𝑓(𝐵)                        (1.7)  

barcha 𝐴, 𝐵 ∈ ℒ𝑠.𝑎.(ℋ)  va 0 ≤  𝛼 ≤ 1 uchun. Agar 𝑓 uzluksiz boʻlsa, u holda 𝑓 

qavariq boʻladi, faqatgina 

𝑓 (
𝐴 + 𝐵

2
) ≤

𝑓(𝐴) + 𝑓(𝐵)

2
                                          (1.8) 

Barcha 𝐴, 𝐵 lar uchun 

Agar 𝑓(𝐴)  ≥ 𝑓(𝐵) har doim 𝐴 ≥ 𝐵 boʻlsa, 𝑓 monoton deymiz. 

𝐴, 𝐵 > 𝑂 berilgan boʻlsin.  

[
𝐴 𝐼
𝐼 𝐴−1] ≥ 0      𝑣𝑎       [

𝐵 𝐼
𝐼 𝐵−1] ≥ 0                  (1.9) 

Bundan 

[
𝐴 + 𝐵 2𝐼

2𝐼 𝐴−1 + 𝐵−1] ≥ 0 . 

1.2-teoremaga koʻra bu shuni anglatadi 

𝐴−1 + 𝐵−1 ≥ 4(𝐴 + 𝐵)−1 

yoki 

(
𝐴 + 𝐵

2
)

−1

≤
𝐴−1 + 𝐵−1

2
                                                    (1.10)   

Shunday qilib 𝐴 →  𝐴−1 sohasi musbat matritsalar toʻplamida qavariq boʻladi. 

Ikki blokli matritsinning Schur koʻpaytmasini (2.1.11) olamiz 
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[
𝐴 ∙ 𝐵 𝐼

𝐼 𝐴−1 ∙ 𝐵−1] ≥ 0 

Shunday qilib, 1.1 teorema boʻyicha 

𝐴 ∙ 𝐵 ≥ (𝐴−1 ∙ 𝐵−1)−1                                           (1.11) 

𝐵=𝐴−1 deb olsak bundan quyudagi keladi: 

𝐴 ∙ 𝐴−1 ≥ (𝐴−1 ∙ 𝐴)−1 = (𝐴 ∙ 𝐴−1)−1 

Ammo musbat matritsaga nisbatan kattaroq va faqat kattaroq boʻlsa I ga nisbatan. Shunday 

qilib, biz quyudagi tengsizlikka egamiz 

𝐴 ∙ 𝐴−1 ≥ 𝐼                                                            (1.12) 

Bu Fiedlerning tengsizligi sifatida tanilgan. 

1.4-misol. 1.2  teoremasidan foydalanib  ℒ++(ℋ) × ℒ(ℋ) ℒ+(ℋ) orqali boʻgʻin qavariq 

boʻladigan, (𝐵, 𝑋) → 𝑋𝐵−1𝑋∗ soha orqali koʻrsatamiz, yaʻni, 

(
𝑋1 + 𝑋2

2
) (

𝐵1 + 𝐵2

2
)

−1

(
𝑋1 + 𝑋2

2
)

∗

≤
𝑋1𝐵1

−1𝑋1
∗ + 𝑋2𝐵2

−1𝑋2
∗

2
 

Xususan, bu ℒ++(ℋ) boʻyicha qavariq  𝐵 →  𝐵−1 sohasisi ekanligini bildiradi 

va soha 𝑋 →  𝑋2 ℒ𝑠.𝑎.(ℋ) qavariq. Soʻngi bayonotni bevosita isbotlash mumkin: Barcha A va B 

Ermit matritsalari quyudagi tengsizlikka ega 

(
𝐴 + 𝐵

2
)

2

≤
𝐴2 + 𝐵2

2
 

1.4-xulosa. (𝐴, 𝐵, 𝑋) → 𝐴 − 𝑋𝐵−1𝑋∗  soha ℒ+(ℋ) × ℒ++(ℋ) × ℒ(ℋ)da boʻylab botiq boʻladi. 

𝐴, 𝐵 oʻzgaruvchilarda monoton ortib boradi. 

Xususan, 𝐵 →  𝐵−1 soha  ℒ++(ℋ)  𝑑𝑎 monoton (fakt biz ilgari 2.1.4-mashqda isbotladik). 

1.5-xossa. 𝐵 > 𝑂 va 𝑋 ixtiyoriy matritsa berilgan boʻlsin. Keyin 

𝑋𝐵−1𝑋∗ = 𝑚𝑖𝑛 {𝐴: [
𝐴 𝑋
𝑋∗ 𝐵

] ≥ 0}.                               (1.12) 

bo‘ladi 

1.6-xulosa. 𝐴, 𝐵 musbat matritsalar, 𝑋 esa ixtiyoriy matritsa boʻlsin. Keyin 

𝐴 − 𝑋𝐵−1𝑋∗ = 𝑚𝑎𝑥 {𝑌: [
𝐴 𝑋
𝑋∗ 𝐵

] ≥ [
𝑌 𝑂
𝑂 𝑂

]}.                                (1.13) 

Isbot. 1.2. xossadan foydalanamiz 

Koʻpincha (1.12) va (1.13) kabi ekstremal koʻrinishlardan matritsali tengsizliklarni olishda 

foydalaniladi. Koʻpincha bu haqida bayonotlarda muayyan sohlarning qavariqligi koʻrsatiladi. 

Shur koʻpaytuvchisi matritsalar nazariyasi va statistikada koʻp ishlatiladigan tushuncha. 

𝐴 = [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
]  blok matritsasi berilgan boʻlsin 𝐴 matritsada 𝐴22 ning  Shur koʻpaytuvchisi 

berilgan boʻlsin, u holda 

𝐴̃22 = 𝐴11 − 𝐴12𝐴22
−1𝐴21                 (1.14) 

𝐴11 Shur toʻldiruvchisi 1 va 2 indekslari oʻzaro almashish natijasida olingan. 

1.7-misol. Agar 𝐴 teskari boʻlsa, u holda blok matritsaning yuqori chap burchagi 𝐴−1  (𝐴̃11)−1 

deb hisoblanadi   yaʻni; 

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
]

−1

= [
(𝐴̃11)−1 (𝐴̃12)−1

(𝐴̃21)−1 (𝐴̃22)−1
] 

Xulosa  musbat matritsalar toʻplamida (blokning parchalanishi) Shur toʻldiruvchisi botiq 

funksiyadir. 
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ℋ =  ℋ1  ⊕ ℋ2 ℋ ning parchalanishi ortogonal boʻlsin. ℋ dagi har bir 𝐴 operatori 𝐴 =

[
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] shaklida yozilishi mumkin bu parchalanishga nisbatan. 𝑃(𝐴) = 𝐴̃22 boʻlsin. Keyin  

𝐴 𝑣𝑎 𝐵 barcha qatʻiy musbat operatorlar uchun 

𝑃(𝐴 +  𝐵)  ≥ 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵). 

Sohada 𝐴 →  𝑃(𝐴) musbat bir jinsli; yaʻni 𝑃(𝛼 𝐴) =  𝛼 𝑃(𝐴) 𝛼 barcha musbat sonlar uchun . 

Bu 𝐴.da ham monoton boʻladi. 

𝑓(𝐴) =  𝐴2 musbat matritsalar fazosida qavariq funksiyasi boʻlganda koʻrdik, 𝑓(𝐴) =  𝐴3  

funksiyaemas; va shu bilan birga  𝑓(𝐴) =  𝐴
1

2 funksiya musbat matritsalar toʻplamida 

monoton,  𝑓(𝐴) =  𝐴2 funksiyasi  emas. 
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